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Szakmai za´ro´jelente´s (OTKA T-048544)
A T-048544 sza´mu´ OTKA pa´lya´zat kutata´si szerzo˝de´se´ben foglaltakto´l egyetlen le´nyeges
pontban to¨rte´nt elte´re´s: 2007 decembere´ben ke´rve´nyeztu¨k a ta´mogata´s ido˝tartama´nak a
pe´nzmaradva´nyok terhe´re to¨rte´no˝ meghosszabb´ıta´sa´t, ı´gy a ta´mogatott ido˝szak a 2005.
janua´r 1. e´s 2008. december 31. ko¨zo¨tti ne´gy e´vet foglalta maga´ba.
A kutato´csoportunk fo˝leg hata´reloszla´ste´telekkel e´s azok alkalmaza´saival foglalkozik. A
T-048544 sza´mu´ OTKA pa´lya´zathoz benyu´jtott munkatervhez h´ıven ezen pa´lya´zat a fent
eml´ıtett ido˝szakban elso˝sorban a pe´nzu¨gyi matematika teru¨lete´n ve´gzett kutata´sokat foglalta
o¨ssze.
A pe´nzu¨gyi matematika teru¨lete´n figyelmu¨nk az u´gynevezett
”
forward interest rate” mo-
dellek fele´ fordult, melyek a ku¨lo¨nbo¨zo˝ leja´rati ideju˝ kamatla´bak ve´letlen va´ltoza´sa´t ı´rja´k
le. A Heath–Jarrow–Morton–fe´le (ma´r klasszikusnak sza´mı´to´) modellt egyetlen Wiener–
folyamat hajtja, vagyis a dinamika´ja´ban a ve´letlen hata´st csak egyetlen Wiener–folyamat
eredme´nyezi, me´gpedig u´gy, hogy a ve´letlen hata´s a leja´rati ido˝to˝l nem fu¨gg. Ko¨zelebb a´llnak
a valo´sa´ghoz azok a modellek, melyeket egy ve´letlen
”
lepedo˝” hajt meg, azaz a ve´letlen
hata´s fu¨gg az ido˝pontto´l e´s a leja´rati ido˝to˝l is. A legegyszeru˝bb, ke´zenfekvo˝ leheto˝se´g auto-
regresszio´s mezo˝ket tekinteni, e´s ı´gy felhaszna´lhatjuk az ezekre vonatkozo´ re´gebbi kutata´si
eredme´nyeinket is.
Az elso˝ terme´szetesen felveto˝do˝ ke´rde´s az arbitra´zsmentesse´g proble´ma´ja. A [24] cikk
tartalmazza a diszkre´t e´s folytonos ideju˝ alapmodelleket, valamint diszkre´t ideju˝ modellekben
az arbitra´zsmentesse´get garanta´lo´ drift-felte´teleket.
Kutata´saink ko¨ze´ppontja´ban ezen modelekkel kapcsolatos statisztikai vizsga´latok vol-
tak. Kora´bbi munka´nkban kiza´ro´lag a volatilita´s maximum likelihood becsle´se´t vizsga´ltuk.
A pa´lya´zat ideje alatt ra´te´rtu¨nk a gyakorlati szempontbo´l sokkal le´nyegesebb egyu¨ttes pa-
rame´terbecsle´si ke´rde´sekre. Ehhez a forward kamatla´bmodellek meghajto´ mezo˝je´nek egy
te´rbeli autoregresszio´s mezo˝t va´lasztottunk, a motiva´cio´t a folytonos ideju˝ analo´gia´kbo´l
vettu¨k, e´s megvizsga´ltunk ne´ha´ny alternat´ıv
”
market price of risk” struktu´ra´t. Az ar-
bitra´zsmentesse´gi felte´telek alapja´n bevezetett sztochasztikus diszkontte´nyezo˝t u´gy va´lasz-
tottuk, hogy abban egy vektor adta a piacra jellemzo˝
”
market price of risk” parame´tereket.
Ezen modellben vizsga´ltuk a volatilita´s e´s a fent le´ırt parame´terek egyu¨ttes maximum likeli-
hood becsle´se´t. A nem fu¨ggetlen e´s nem azonos eloszla´su´ minta´n fel´ırt ML proble´ma esete´n
a fenti nehe´zse´gek ellene´re igazoltuk az egyu¨ttes ML parame´terbecsle´s ero˝s konzisztencia´ja´t,
tova´bba´ azok aszimptotikus normalita´sa´t (melyben egyes norma´lo´ te´nyezo˝k elte´ro˝ek). A fo˝
eredme´nyeket foglalja o¨ssze a [25] Technical Report, melyet ko¨zle´sre benyu´jtottunk ([27]).
E´rdemes kiemelni, hogy a parame´terbecsle´st a valo´di valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´k mellett ve´geztu¨k,
nem pedig a martinga´l-me´rte´k mellett (ami az irodalomban egy gyakran elo˝fordulo´ hiba).
A kora´bbi volatilita´sra vonatkozo´ ML becsle´sekkel ellente´tben az ML becsle´seknek itt
nincs ele´rheto˝ explicit alakja, ı´gy azokat numerikusan kell ko¨zel´ıteni. Foglalkoztunk ezen
becsle´sek (e´s a szu¨kse´ges numerikus elja´ra´sok) empirikus tesztele´se´vel is. Szimula´cio´k seg´ıt-
se´ge´vel vizsga´ltuk a becsle´sek kisminta´s viselkede´se´t (hiszen elme´leti eredme´nyeink rendre
aszimptotikusak). Ezeket a vizsga´latokat tartalmazza a [26] cikk.
A fenti eredme´nyek mind u´gynevezett stabil (vagy ma´ske´ppen aszimptotikusan staciona´-
rius) modellekkel kapcsolatosak, amikor az autoregresszio´s egyu¨tthato´ abszolu´t e´rte´ke kisebb
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mint egy. E´rdekes ke´rde´s az, hogy mi to¨rte´nik az u´gynevezett instabil modellekben, amikor
az autoregresszio´s egyu¨tthato´ abszolu´t e´rte´ke e´ppen egy. Az egyik meglepo˝ eredme´ny, amit
a [22] cikk tartalmaz, az, hogy az autoregresszio´s egyu¨tthato´ maximum likelihood becsle´se
ekkor is ero˝sen staciona´rius marad. A proble´ma nehe´zse´ge itt is az, hogy a minta nem
azonos eloszla´su´ e´s nem is fu¨ggetlen. A megolda´shoz adtunk egy ele´gse´ges felte´telt ero˝s
konzisztencia´ra, mely a Kullback–Leibler informa´cio´s mennyise´gen alapul (la´sd [4]). Nyilva´n
ez az informa´cio´s mennyise´g ma´s nagysa´grendu˝ a stabil e´s instabil modellekben, de ami
meglepo˝, hogy a +1 e´s −1 esetekben is ku¨lo¨nbo¨zik. Azt is sikeru¨lt bela´tni a [12] cikkben,
hogy a megfelelo˝ statisztikai k´ıse´rletek sorozata loka´lisan aszimptotikusan norma´lis, ı´gy van
der Vaart egy a´ltala´nos eredme´nye alapja´n aszimptotikusan optima´lis teszteket tudtunk
explicit mo´don konstrua´lni ezekben a diszkre´t ideju˝ hata´rido˝s kamatla´bmodellekben. Itt a
norma´la´s a szoka´sos mo´don a Fisher-fe´le informa´cio´s mennyise´gen alapul; a meglepo˝ nem
is az, hogy ennek nagysa´grendje a +1 e´s −1 esetekben itt is ku¨lo¨lbo¨zik, hanem hogy nem
ara´nyos a Kullback–Leibler informa´cio´s mennyise´ggel.
Szinte´n a pe´nzu¨gyi matematikai kutata´saink eredme´nyeke´ppen az [1] cikkben sikeru¨lt
ke´sleltetett sztochasztikus differencia´legyenlet seg´ıtse´ge´vel fel´ırt modellben Black–Scholes
t´ıpusu´ formula´kat levezetni.
A pe´nzu¨gyi matematikai proble´ma´khoz szorosan ko¨to˝dnek a diffu´zio´s folyamatok. Egy-
re´szt bebizony´ıtottunk egy funkciona´lis hata´reloszla´s-te´telt, mely arro´l szo´l, hogy valo´sz´ınu˝-
se´gi va´ltozo´k ha´romszo¨grendszere´bo˝l a szoka´sos mo´don fele´p´ıtett ve´letlen le´pcso˝sfu¨ggve´nyek
bizonyos felte´telek mellett inhomoge´n diffu´zio´s folyamathoz konverga´lnak (la´sd [33]). Az az
u´j, hogy a ha´romszo¨grendszerro˝l semife´le fu¨ggo˝se´gi viszonyt sem te´telezu¨nk fel (nem kell,
hogy a sorok martinga´lok vagy Markov-folyamatok legyenek), e´s hogy a hata´rfolyamat in-
homoge´n is lehet. Ezen eredme´ny alkalmaza´sa´val pe´lda´ul hata´reloszla´s-te´telt bizony´ıtottunk
diszkre´t ideju˝ kritikus to¨bbt´ıpusos ela´gazo´ folyamatra; az a meglepo˝ dolog deru¨lt ki, hogy a
hata´rfolyamat elfajulo´ (egy egyenesre koncentra´lo´dik). A cikk tartalmaz egy ma´sik e´rdekes
eredme´nyt is, amely ve´letlen le´pcso˝sfu¨ggve´nyekbo˝l ke´pzett integra´lko¨zel´ıto˝ o¨sszegek szto-
chasztikus integra´lhoz valo´ konvergencia´ja´ra ad elegendo˝ felte´teleket. Mindke´t hata´reloszla´s-
te´tel lefed olyan eseteket is, amelyekben az eddig ismert eredme´nyek nem alkalmazhato´ak.
Ma´sre´szt inhomoge´n diffu´zio´s folyamatokra vonatkozo´ statisztikai ke´rde´sekkel is el kezd-
tu¨nk foglalkozni. A [14] cikkben a drift egyu¨tthato´ban szereplo˝ parame´terek maximum
likelihood becsle´se´nek aszimptotika´ja´t vizsga´ltuk az u´gynevezett szingula´ris esetben, e´s si-
keru¨lt elegendo˝ felte´teleket adni arra vonatkozo´an, hogy a hata´reloszla´s az u´gynevezett
Dickey–Fuller statisztika eloszlsa legyen. A [15] cikkben sikeru¨lt bizonyos t´ıpusu´ inhomoge´n
diffu´zio´s folyamatok bizonyos funkciona´ljainak a Laplace-transzforma´ltja´t explicit mo´don
meghata´rozni. Megmutattuk a [13] cikkben tova´bba´, hogy ku¨lo¨nbo¨zo˝ parame´teru˝ α-Wiener
hidak a´ltal genera´lt valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´kek szingula´risak, illetve vizsga´ltuk az α-Wiener hi-
dak trajekto´ria´inak regularita´si tulajdonsa´gait is.
Foglalkoztunk felte´teles diffu´zio´s folyamatok defin´ıcio´ja´nak prec´ız megada´sa´val, vala-
mint ilyen folyamatok egye´rtelmu˝se´ge´nek viszga´lata´val. Teljes szepara´bilis metrikus te´rbeli
e´rte´ku˝, ido˝homoge´n Markov-folyamatokbo´l sza´rmaztatott hidak olyan konstrukcio´ja´t adtuk
meg, mely csak az a´tmeneti su˝ru˝se´gfu¨ggve´nyeket haszna´lja [8]. Megmutattuk azt is, hogy
bizonyos to¨bbdimenzio´s Ornstein-Uhlenbeck folyamatok esete´n az u´n. radia´lis re´sz ke´pze´se
e´s a 0-ve´gpontu´ h´ıdke´pze´s felcsere´lheto˝.
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Folytattuk a te´rbeli autoregresszio´s folyamat parame´tereinek legkisebb ne´gyzetes becs-
le´se´nek vizsga´latait is. Elo˝szo¨r a [3] cikkben igazoltuk, hogy a becsle´s – elte´ro˝en az ido˝beli
AR(1) folyamatto´l – mind a stabil, mind pedig az instabil esetben aszimptotikusan norma´lis.
A bizony´ıta´s sora´n jelento˝s nehe´zse´get okozott az a te´ny, hogy a kapott hata´reloszla´s a´lta-
la´ban elfajulo´. Megvizsga´ltuk tova´bba´ a modell ko¨zel instabil va´ltozata´t is (stabil modellek
sorozata, instabil helyzethez tarto´ parame´terekkel), e´s itt is bela´ttuk a legkisebb ne´gyzetes
becsle´s aszimptotikus normalita´sa´t a [4] cikkben. Ezek a vizsga´latok u´gynevezett
”
uni-
latera´lis” modellekkel kapcsolatosak. Jo´val nehezebbnek bizonyultak az u´gynevezett szi-
multa´n autoregresszio´s (SAR) modellek, amikor a folyamat egy adott pontban felvett e´rte´ke
a ko¨ru¨lo¨tte le´vo˝ pontokban felvett e´rte´kek linea´ris kombina´cio´ja´nak e´s a zajfolyamatnak az
o¨sszege. Egy specia´lis egydimenzio´s SAR modell esete´n sikeru¨lt eredme´nyeket ele´rnu¨nk a [5]
cikkben. Ehhez a te´mako¨rho¨z tartozik az a vizsga´lat is, melyben egy Wiener mezo˝ eltola´s-
parame´tere´nek maximum likelihood becsle´se´t hata´roztuk meg egy megleheto˝sen a´ltala´nos
megfigyele´si tartoma´ny esete´n [6].
Folytattuk a loka´lisan kompakt topolo´gikus csoportokon, specia´lisan Lie-csoportokon
e´rtelmezett valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´kek analitikus e´s algebrai tulajdonsa´gainak vizsga´lata´t. Si-
keru¨lt explicit ke´pletet nyernu¨nk Heisenberg-csoporton e´rtelmezett Gauss-me´rte´kek Fourier-
transzforma´ltja´ra. Mindezen tu´l szu¨kse´ges e´s elegendo˝ felte´teleket tala´ltunk arra vonat-
kozo´an, hogy mikor lesz ke´t, a Heisenberg-csoporton e´rtelmezett Gauss-me´rte´k konvolu´cio´ja
u´jra Gauss-me´rte´k, la´sd [10]. Centra´lis hata´reloszla´s te´teleket bizony´ıtottunk loka´lisan kom-
pakt Abel csoportokra a [12] cikkben. Bizonyos Abel-csoportok esete´n (to´rusz, p-adikus
ege´szek e´s szolenoid csoport) sikeru¨lt tetszo˝leges gyenge´n korla´tlanul oszthato´ valo´sz´ınu˝se´gi
me´rte´k konstrukcio´ja´t megadni valo´s e´rte´ku˝ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k seg´ıtse´ge´vel [11]. Ered-
me´nyeink specia´lis eseteke´nt a szolenoidon adott Haar-me´rte´k egy u´j elo˝a´ll´ıta´sa´t nyertu¨k.
Mindezek mellett sikeru¨lt a portmanteau te´telt a´ltala´nos´ıtanunk nem korla´tos me´rte´kekre a
[9] cikkben. A [29] cikkben loka´lisan kompakt Abel csoportokon e´rtelmezett valo´sz´ınu˝se´gi
me´rte´kek korla´tlanul oszthato´sa´ga´val e´s konvolu´cio´s fe´lcsoportokba to¨rte´no˝ bea´gyazhato´-
sa´ga´val foglalkoztunk. A [30] cikkben egy hasznos egyenlo˝tlense´get a´ltala´nos´ıtunk loka´lisan
kompakt Abel csoportokra, e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ alkalmaza´sokat veszu¨nk sorra. Ve´gu¨l a [31] cikkben
hipercsoportokon e´rtelmezett fu¨ggetlen no¨vekme´nyu˝ folyamatok martinga´l-karakteriza´cio´it
vizsga´ljuk.
Mindezeken tu´l statisztikai modelleket illesztettu¨nk az elmu´lt e´vtizedek magyar morta-
lita´si adataira. A biztos´ıta´stanban jo´l ismert Lee-Carter mo´dszerbo˝l kiindulva magyarorsza´gi
halando´sa´gi adatok alapja´n megalkottuk a klasszikus modell egy, a magyar esetre az erede-
tine´l jobban illeszkedo˝ a´ltala´nos´ıtott varia´nsa´t e´s ennek alapja´n elo˝rejelze´seket adtunk a
magyar halando´sa´gi ra´ta´k alakula´sa´ra [2].
Egy ma´sik alkalmazott kutata´si te´ma´nk a pe´nzu¨gyi matematika´hoz e´s o¨konometria´hoz
kapcsolo´do´an makrogazdasa´gi adatok statisztikai vizsga´lata volt, amely mo¨go¨tt szinte´n ak-
tua´rius alkalmaza´sok jelentette´k a motiva´cio´t. Ennek sora´n a klasszikus u´n. Wilkie modellt
vettu¨k alapul, tova´bba´ vizsga´tunk terme´szetesen ado´do´ alternat´ıva´kat, mo´dos´ıta´sokat. A
vizsga´lt ido˝sormodelleket illesztettu¨k ne´ha´ny magyar makrogazdasa´gi adatsorra (infla´cio´,
be´rek ill. be´rindex, hozamindex) e´s seg´ıtse´gu¨kkel elke´sz´ıtettu¨k ezen mutato´k elo˝rejelze´se´t
[7].
Ve´gezetu¨l itt jegyezne´nk meg, hogy a ta´mogata´si ido˝szak alatt to¨bb, a pa´lya´zatban
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re´sztvevo˝ kutato´ karrierje´ben jelento˝s szakmai elo˝rele´pe´s to¨rte´nt: Baran Sa´ndor 2005 decem-
bere´ben, Ispa´ny Ma´rton 2006 ma´jusa´ban ve´dte meg habilita´cio´s e´rtekeze´se´t, Barczy Ma´tya´s
e´s Ga´ll Jo´zsef pedig 2006-ban illetve 2008-ban szerzett PhD fokozatot; Fazekas Istva´n pe-
dig elo˝ke´sz´ıtette e´s 2009 februa´rja´ban benyu´jtotta disszerta´cio´ja´t az MTA doktora c´ım el-
nyere´se´re. Ezen k´ıvu¨l bekapcsolo´dott a kutato´csoport munka´ja´ba Fu¨lo¨p Erika PhD hallgato´,
aki va´rhato´an a ko¨zeljo¨vo˝ben szerzi meg a PhD fokozatot.
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